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EA-811 Teoria Macrodindmica

1. Ecuaciones diferenciales de primer orden
Tenemos el caso lineal general con coeficientes constantes:

¥y, =ay,+b (D)
S1 defimimos y * como el valorde y, cuando ¥ =0, es decir en el estado estacionario.
b
a

Haciendo z, = y, — ¥*, (1) puede ser reescrito como:

zZ, = az,

Cuya solucion es:
z, =z, L(2)

Reemplazando el valorde z, = y, — ¥™ en (2) y despejando obtenemos:
¥o = (g = 3% + y* .(3)

Para que la solucion sea estable se debe cumplir que @ < 0.

2. Ecuaciones diferenciales de secundo orden
Partimos del caso de coeficientes constantes

¥, +by, tcy, =d L (4)
Definimos como y* como el valor de y, cuando y = y =0,y obtendremos
y*= 4
¢

Para este caso de coeficientes constantes y* sera también la soluciéon particular de la
ecuacién de segundo orden. La solucion Homogénea se halla al resolver:

¥, +by, +cy, =0 L(5)
Asumimos una solucién y, = Ae”", y obtendremos ¥, = Are”, 3, = Ar’e’”, reemplazando
en el sistema homogeéneo:

Arte” +bdre” +cde” =0
Eliminando Ae” , obtendremos el polinomio caracteristico:

rP+br+c=0 ..(6)
La ecuacién (6) tiene dos raices que pueden ser iguales o diferentes. Para cada caso la
solucién homogeénea sera diferente.

Raices Iguales
y, =(A+ Bhe"” LT

Donde A v B son constantes arbitrarias. Las raices seran reales, se puede demostrar que (7)
cumple con (3).

Raices Diferentes
y, = Ae’" + Be™ .(8)

Donde A v B son constantes arbitrarias. La solucién (8), presenta el caso general, sin
embargo si las raices son imaginarias, estas seran conjugadas «+ i y « — fi, en tal caso

podremos escribir (8) como:
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Repaso Matemdtico (Parte I)

y, = Al | pola-t
Factorizando e
v, =e“(4e™ + Be ™) L(9)
Desarrollando ™ = cos(5f) £ isen(ff) en (9)
y, =e” [A cos(pf) + Aisen(pt) + B cos(ff) — Bisen(ﬁt)], ordenando
y, =e” [(A + B)cos(ff) +(A— B)isen(ﬁt)]
Como A y B son constantes arbitrarias, también lo seran (A+B) v (A-Bi
¥, = e®[C cos(B) + Dsen( pr)] .. (10)
La solucion (10) es mas utilizada que (8) para el caso de raices imaginarias.

Finalmente, la solucién de (4) sera la suma de la Solucion Particular (de estado
estacionario, y*) yla Solucion Homogénea, que tendra tres casos.

3. Ecuaciones diferenciales no lineales
}-’z:f(yz) ---(11)

En este caso, analizamos el estado estacionario y*, tal que y, = 0. En torno a este valor

linealizamos con Taylor:
Y, = SO+ =y
Por definicién de estado estacionario f(y*)=0
Vo= =00 --(12)
Y se procede como en el caso (1), vaque y*y f'(3*)< 0 son constantes.

Generalmente se busca analizar la estabilidad del sistema alrededor del estado estacionario,
en este caso podemos analizarlo graficamente o desde la ecuacion (12). La variable sera
estable alrededor de y* s1 f'(y¥*) < 0. Graficamente tenemos:

Estable Inestable

f(y) f(y)

>y, » v,
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4. Sistema de ecuaciones diferenciales lineales
En un sistema con 2 ecuaciones y 2 incognitas (podria generalizarse) tenemos:

sl el
¥ Ao Ay || Yy b,
O en forma de vectores:
X, =AX, +B .(13)

Si la matriz A es diagonal, el sistema (13) se convierte en 2 ecuaciones independientes,
teniendo esto tratamos de llegar a una matriz diagonal.

Definiendo Z, = P7'X,, entonces X, = PZ, y X, = PZ,, y por simplicidad asumimos que
B =0 en (13) tenemos:

PZ, = APZ,
Z,=P'APZ, L(14)

Siendo P la matriz diagonalizante de A, también puede expresarse como
Z, =Dz,

Donde D es diagonal, cuyos elementos de la diagonal son los autovalores o las raices del
sistema de ecuaciones.

Zy _ A0 “Zu}
1200 LO Ay 2y
Cuya solucion es:
E B _zme}“z ]
[ Z2¢ B _2209/123

Reemplazando el valor de X, = PZ, y asumiendo raices distintas tenemos

X, = [Pl ]Zloeﬂlz + [Pz ]Zzoe/bz
Donde A, P, son los vectores propios. También puede escribirse como

X, =Rl +C,[p )™ .(15)
Y s1 las raices son iguales la solucidn seria
X, =(C, +C,0[P Je* + [P, Je* .(16)

El sistema sera estable cuando las raices sean negativas y sera inestable s1 al menos una de
las raices es positiva. En el caso de raices imaginarias se toma en cuenta la parte real.

5. Sistemas de ecuaciones diferenciales no lineales

_J:Cz}{f(xpyz)} (17)
b7 g(x,.y,)

En el estado estacionario se cumple

‘f(x*,y*q i m
Lg(x*,»") | |0
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En general un sistema no lineal no puede ser resuelto de forma analitica, sin embargo en
este caso servira el analisis alrededor del estado estacionario usando la aproximacién de
Taylor. Asi el sistema (23) puede ser aproximado como:

x|SO+ (x - L) + () - S, (6 5%)
V|| g+ (x, - x)g, () + (i, — ¥ g, (3%, 5%)
Teniendo en cuenta los valore de estado estacionario. El sistema puede expresarse como:

ﬂ:{f" q P_x*} (18)
B g &, ;Z?;; Y-y

El sistema (18) puede tomar la representacion matricial (13), en este caso no interesa en
muchos casos la solucidén del sistema, sino el comportamiento de las variables en analisis
alrededor de su estado estacionario. Para ello utilizamos el Jacobiano (Matriz A),
evaluamos las raices y concluimos si el estado estacionario es estable (raices menores a
cero), punto de silla (una raiz positiva y otra negativa), fuente (ambas raices positivas), en
caso de que las raices sean complejas la parte real nos mostrara la estabilidad y la parte
imaginaria nos mostrara la rotacién (horario, antihorario).

6. FEcuaciones en diferencias de primer orden
Tenemos el caso lineal general con coeficientes constantes:
ay,,, +by, =c ..(19)

S1 definimos ¥ * como el valor de y, cuando y, = y,,,

w__C
a+b

Haciendo z, = y, — ¥*, (19) puede ser reescrito como:

Zy,y = —bz,
Cuya solucion es:

z, = z,(-b) ..(20)
Reemplazando el valor de z, = y, — ¥™ en (20) y despejando obtenemos:

¥y =y =y +y* 0 L(21)

La variable y, sera estable si HbH <1

7. Ecuaciones en diferencias de sescundo orden

ayr+2+byr+1+cyr:d (22)
De manera similar al caso anterior y* es el valor de y, cuando y, = y,,, = ¥,,,
* _ d
a+b+c

Este estado estacionario representa la solucidn particular de la ecuacion diferencial (22). La
solucién homogénea se encontrara al resolver polinomio caracteristico.

ar’ +br+c=0 ..(23)
Las raices de la ecuacioén (23) permitiran construir 1a solucién homogénea. Si las raices son
iguales, la solucion homogénea sera:
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vl =Crt + Ot L(24)
Si las raices de (23) son diferentes tendremos:
vl =Crl +C,r .(25)
Y en caso de que las raices sean imaginarias:
v =7 (AcosO t+ Bsenb f) ...(26)

En (26) » v 6 son el modulo v el angulo de las raices imaginarias. Finalmente la solucion
de la ecuacién (22)

Vo =y +y* ..(27)

8. Ecuaciones en diferencias no lineales
El caso mas general:

Vo1 = F () ..(28)
S1 definimos y* como el valor de y, cuando y, =y, ,
y*= " ..(37)

Haciendo la aproximacion respecto al valor de estado estacionario:
Ve = SO+ = S (%)
Por (37):
Y1 = Y= =0/ 0" (29)
Reemplazando el valor de z, = y, — ¥™* en (38) y despejando obtenemos:

3, = o=y M) + % .. (30)
Lavariable y, sera estable alrededor de y* s1 Hf'(y*)” <1

9. Sistema de ecuaciones en diferencias
Partimos de un sistema con 2 ecuaciones y 2 incognitas:

{xm}:{an a12}{xr}+{b1} (31)
Vi1 ay; Ayn | W b,
O en forma de vectores:

X, =4X,+ B ...(36)

Al igual que en el caso de ecuaciones diferenciales, si la matriz A es diagonal el sistema se
desdobla en dos ecuaciones diferenciales independientes.

Definiendo Z, = P_le ,entonces Z,, = P"'X,,, v X, = PZ,,y por simplicidad asumimos
que B =0 en (17) tenemos:

Z.,, =P'X, =P'AX, = P'APZ,

Z,.,=DZ, ..(32)

Donde D es la matriz diagonal de A. También puede representarse como:

|:z1r+1:|:|:/11 0}{%@ (7Y
Zat41 0 A zy

Se observa que:

Pag. 6 FIECS-UNT



Repaso Matemdtico (Parte I)

Z,=D'Z, .(33)
Reemplazando los valores de 7Z
X, =PD'P'X, L(34)

Debe notarse que se pudo llegar al mismo resultado directamente de (36)°. La estabilidad
del sistema dependera de los valores de la matriz diagonal D.

10. Sistema de ecuaciones en diferencias no lineales
Partimos de un sistema con 2 ecuaciones y 2 incognitas:

X1 = f(xz:yz)

Y = g(xz:yz)
En estado estacionario

x* = f(x,y%)

¥ = g(x*,y%)
Utilizando la aproximacién de Taylor

_xz+1:|:|:f(x’k:y*)}+|:fx fy:| |:xz_x’j (35)
| Ver1 gx .,y | |& & = Y y*

Temendo en cuenta lo valores de estado estacionario

[x.,—x* - x —x*
t+1 *}: / fy { t *} ...(36)
_y£+l_y Ex gy )"r=)’: Y=y
Ky =X

Y se procede como en el caso anterior.

11. Diagrama fase con ecuaciones diferenciales

El uso de diagramas fase permite analizar la estabilidad de un sistema respecto a un punto,
generalmente el estado estacionario, y a partir de ahi esbozar el movimiento conjunto de las
variables alrededor de este punto. Es muy utilizado especialmente cuando las ecuaciones no
tienen soluciones analiticas.

yI yI

Obtenemos los valores de estado estacionario, con respecto a este se hara el diagrama fase.

[ x* 1

e Los

Calculamos los autovalores de la matriz A, con los siguientes datos:
Traz(A)=A4 + 4, =3
Det(4)= 4 A, =-10

Entonces las raices seran: A4 =5 y A, =-2, luego para cada raiz encontramos su

= , entonces =
3 2-5) py 0 P2 1

autovector:
A =5
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= , entonces =
3 2-(-2)] py 0 P -3
Lamatriz diagonalizante (sin normalizar) es
1 4 4 1Y-3 -4
P= > P ==
1 -3 7/-1 1
La solucién puede escribirse como:
1 4 1
X, =Ce’| |+Ce™ +
1 -3 -0,5
O mas especificamente, s1 tenemos los valores iniciales:
1 4] 0o |[-3 —-4] x,-1 1
X, = 1 ¢ . ’ +
71 =3] 0 e *|-1 1 |»+05 -0,5

A partir de la solucidén puede obtenerse el diagrama fase, sin embargo lo obtendremos de
manera intuitiva del problema inicial:

A, =-2:

La variacion de x, serd cero (permanecera constante) cuando x, = x, +4y, +1=10, es decir

en la recta y, = —i(xI +1), por encima de esta recta la variacion de x, sera positiva y
negativa por debajo de la misma:
v4
) 1
5x>0>y > —Z(xI +1)
x,>0
5=0>y = —i(xI +1)
i 1 ) N X
xr<0:>yr<—z(xr+1) 2<0 \
x=0
\j

Andlogamente para y,, esta permanecera constante cuando y, =3x, +2y, —2=0, es decir

3 . .y »
en la recta y, = —Exr +1 por encima de esta recta la variacion de y, serd positiva y

negativa por debajo de la misma:
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¥ >0:>yr>—%xr+1
; 3
¥ :0:>yI:—5xI+1

j»r<0:>yr<—%xr+1

>0

A

A

fn<0l
3

y=0

Juntando ambas figuras obtenemos el diagrama fase completo

SE

>

A

N
N

h

SI

En el grafico debe notarse:

La interseccion de las rectas %, =0, ¥, = 0 coincide con el estado estacionario.

La interseccién de las rectas x, =0, 3 =0; y la de la senda estable (SE) y la senda

mestable (SI) coinciden.

SE’

v }th: 0

S6lo 1a senda estable lleva al estado estacionario.
S6lo 1a senda inestable saca un valor del estado estacionario.

La senda inestable corresponde a la raiz (autovalor) positiva 4 =3, y la senda inestable
P

tiene como inclinacién el autovector correspondiente a esta raiz P } :

La senda estable corresponde a la raiz (autovalor) negativa A, =—2, y la senda estable

tiene como inclinacién el autovector correspondiente a esta raiz = 3
Py -

Py | 1

P 4

Ronald Augusto Cuela Alvarez
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E3 { 0 4} X,
L j -1 4 L’ j
Obtenemos los valores de estado estacionario, con respecto a este se hara el diagrama fase.
[ x* 0
Bl *} ) M
Calculamos los autovalores de la matriz A, con los siguientes datos:
Traz(A)y=A4 + A, =4
Det(A)= 1A, =4
Entonces las raices seran iguales A = 2, luego encontramos los autovectores:
A =2

Fjemplo 2:

[0-2 4 Pu __0} {p“}_b}
= , entonces =
-1 4-2{py,| (O Py R

[0-2 4 “Pu___pn}_{ﬂ _p12:|_|:1:| . {_ 3}
= = , entonces = o
-1 4-2|py L P2 1 P 1 -1

Lamatriz diagonafizantez es

2 -3 L [-13
P= = Pl =
1 -1 -1 2

A, =12

La solucién puede escribirse como:

X, | 2 -3
“l=(C +Cne| |+ CLe”
¥ | 1 -1

A partir de la solucidén puede obtenerse el diagrama fase, sin embargo lo obtendremos de
manera intuitiva del problema inicial:

La variacion de x, serd cero (permanecera constante) cuando x, =4y, =0, es decir en la
recta y, = 0, por encima de esta recta la variacion de x, serd positiva y negativa por debajo

de la misma:

2 . . .
Obsérvese que en este caso no se obtiene una matriz diagonal:

SR R
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yA
>0y >0
>0
%=0>y=0 7y
« X0
% <0>y <0 h X,
x,<0
‘_
Y
Andlogamente para y,, esta permanecera constante cuando y, =—x, +4y, =0, es decir en

1 . . " .
la recta y, = Zxr por encima de esta recta la variacién de y, sera positiva y negativa por

debajo de la misma:

y‘n
; 1
>0y > Zxr
. 1 %>0T V.=
¥=0=oy =—x
4
1 ) . E
¥ <0y, <ZxI y‘<ol
 ;

Juntando ambas figuras se obtiene el diagrama fase completo

En el grafico debe notarse:
La interseccion de las rectas x, = 0, y, = 0 coincide con el estado estacionario, con la recta

% =0, 3 =0 y la senda inestable.
La senda inestable corresponde a la raiz (autovalor) A= 2, y la senda inestable que es una

2
recta tiene como inclinacién el primer autovector {pn}:{ } todas las demas sendas
Py

inestables son curvas.
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Fjemplo 3:

Obtenemos los

MEESiN

valores de estado estacionario, con respecto a este se hara el diagrama fase.

e

Calculamos los autovalores de la matriz A, con los siguientes datos:

Traz(A)=A4 + 4, =2

Det(A)= A, =2

Entonces las raices seran: A =147 y A, =1-1i, luego para cada raiz encontramos su

autovector:
A =1+1i:
A =1-1i:

—2-(1+1) 5 e 10 py| | 3
= , entonces =
-2 -1+ | py| |0] | Py | 341
-2-Q0-D 5 Ty [0] P [ 5]
_ = , entonces = ]
-2 4-Q-D ] pyn| |0 | Pn] [3-1]

La matriz diagonalizante® es V-

3

Obsérvese que en este caso no se obtiene una matriz diagonal:

o-var=( Y 2 L

Pag. 12
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57 Jo 50
P=VixiV,=| |41 |2V=|

La solucién puede escribirse como:

‘xl‘ t 5 t 0
=e (C cost+C,sent) |+e (C, cost—C sent)
W 3 |
A partir de la solucidén puede obtenerse el diagrama fase, sin embargo lo obtendremos de

manera intuitiva del problema inicial:

Lavariacion de x, se resumira en: Yeu
. 2
x>0y > gxr
o >0
X( a
. o 2 x=0
x=0>y =—x = »
t M 5t X,
) x,<0
x<0>y < gxr
Y
La variacion de y, seresumira en: Yeh
y.=0
. 1
¥ =>20=>y = Exr
i>0T

Y

A
g

; 1
yrZODyr:Exr
i<0i

1
¥ <0y, <ExI

Juntando ambas figuras obtenemos el diagrama fase completo
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Y

L T o
- e x=0
1 2

En el grafico debe notarse:
La interseccion de las rectas %, =0, ¥, = 0 coincide con el estado estacionario.

El sistema es inestable puesto que la parte imaginaria de laraiz 4 , =14/ es mayor a cero,

el sentido es horario debido a que la parte imaginaria tiene signo positivo ; Por qué?.

Fjemplo 4:
Una economia tiene dos factores productivos capital y trabajo, la acumulacién de factores
viene dado por:

Kr = sF(K,,L)-dK,
l:'r =L, [FL (K. L) - w]

La funcién de produccion esta representada por una funcién tipo Cobb-Douglas:
FL (K: E L!) = 4[K!L! ]:

1) La acumulacién de capital sera positiva mientras el ahorro sea mayor a la
depreciacidn del capital, v existira acumulacion de trabajo si la productividad del
trabajo es mayor al salario real (fijo).

1) El estado estacionario se dara cuando la cantidad de factores se mantenga estable
(sin variacién) y considerando tunicamente valores positivos. Las curvas de
equilibrios de cada variable seran:

K, =0:

AR

4
1
AR L) -dK, =0 = Li:[gj K. (IV.D)
&
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L,[[KL‘“— ] 0 = L= [ITKF ...... (IV.2)
W

El sistema conformado por las ecuaciones (IV.1) v (IV.2), tiene como resultado:

K*= [ﬁ] w
d

L= [ﬁ] w?
d

Notese también que el origen de coordenadas (K*=0;L*=0) es otra solucién del

sistema.
111) Para ver la estabilidad, se linealiza el sistema de ecuaciones diferenciales y

analizamos el Jacobiano:

a(Kr: r) _|:SFK_d sF; :|

a(Kii‘ i) K* I* FLKLF FL —Ww+t FLLLi K* I*

- —d W
4
J=

L(d) —w
ls)
RIW i
Calculamos los autovalores de la matriz J, con los siguientes datos:

Traz(A)= 4 + A4, :—%(der)

Det(A) = A4, = %dw

Entonces las raices seran:

3 9
—2(d+ W)k | (d + W)’ — 2w
4( w) \/16( w)

j'1,2 = 2

Como puede demostrarse ambas raices son negativas ;?, por lo que la solucién sera estable.

A partir de la solucién puede esbozar el diagrama fase, sin embargo lo obtendremos de
manera intuitiva del problema inicial, al igual que los ejemplos anteriores:

- 1
La variacion de K, serd cero (permanecera constante) cuando X, = -ﬁls[Kr L ]3 -dK, =0, es
4
decir en larecta L = [4—] K, por encima de esta curva la variacion de K, serd positivay
s

negativa por debajo de la misma:
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L.a .
K=0
4
K'f>0:>1f>[4—]Kf .
A -
K>0
4
K =0=>1 :[i] K’
45 .
K.<0
4
K, <01, <[i] K’
45

.NV

B 1
Andlogamente para I , esta permanecera constante cuando I, = L{[Kf};f]z —w} =0, es

3 1
decir en la recta L = [—] K7 y L =0, tenitendo en cuenta s6lo el primer cuadrante por
w

3 1
encima de la curva L, = [—] K} lavariacién de I, serd negativa y positiva por debajo de

W
la misma:
L‘n
LA .
- 3 il
Ls0m 1 <[ L) &3 LFOl .
W L=0
4
1% L
L=0>L=|—| K]
W
>0
4
. 1% L
L<0> L >[—] K’
W
'K

Juntando ambas figuras obtenemos el diagrama fase completo
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L A K=0

K,

En el grafico debe notarse:
La interseccion de las rectas X, =0, L =0 coincide con el estado estacionario. Todas las

sendas son estables y llevan al estado estacionario.

12. Diagrama fase con ecuaciones en diferencias

La construccion de los diagrama fase en ecuaciones en diferencia no difiere de las
ecuaciones diferenciales. Si se tienen dos raices con modulos menores a la unidad y reales
el sistema serd estable (nodo estable). Si los médulos de ambas raices son mayores a la
unidad y reales el sistema sera inestable (fuente). Si, en valor absoluto, una raiz es mayor a
la unidad y otra menor a la unidad el diagrama fase presentara un punto de silla. En el caso
de raices imaginarias, el modulo indicara si el sistema es estable 0 no, si el modulo es
mayor a la unidad se tratara de espirales inestables, y s1 el médulo es menor a la unidad se
tratara de espirales estable.

Raices reales v menores a la umidad
4| <1
[A| <1

Raices reales v mavores a la umdad

|| > 1
[ Ap| > 1

Raices reales una mavor v otra menor a la unidad

4] <1
[ Ap| > 1
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Raices imaginariag con modulo menor a la umdad
| £ Bl < 1

Raices imaginarias con modulo mavor ala umdad
e+ i > 1

13. Introduccion a las ecuaciones en diferencias estocasticas
Tenemos el caso lineal general con coeficientes constantes:

¥, =by,_, +ex, ...(36)

En este caso incluimos una variable x, en nuestra ecuaciéon original, si consideramos que
esta variable es exdgena, por gjemplo en caso que y, represente los precios y x, podria

tratarse de la oferta monetaria, se considera a esta variable como constante, y se procederia
como el caso ya estudiado.

Sin embargo, qué ocurre cuando x, es estocdstica, en este caso podriamos citar la

produccion que depende de shocks de productividad, donde x, podria comportarse como un
ruido blanco.

Si tenemos un valor inicial para la variable y,, la solucion se puede encontrar haciendo

rezagos iterativos para obtener
£-1

k
v, =b"y, +ch Xk
k=0
La solucién también se puede expresar de la siguiente manera

i-1
¥, =by, .+ Czbkxz—k
k=0
Teniendo en cuenta que la variable x, tiene un rango de valores posibles (por ejemplo un

intervalo) la ecuacién en diferencias estocastica sera estable cuando ‘b‘ < 1, similar que en

el caso no estocastico, e incluso podriamos evaluar el limite cuando 7 — o« , v obtener.
Y, = Czbkxz—k
k=0
Un gjemplo simulado:
¥, =34+0,7y,_, +x, ..(37)

Asumiendo que en ambos casos la variable inicial es el estado estacionario no estocastico,
es decir: x, =0 —> y, =10.
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Repaso Matemdtico (Parte I)

Varios Shocks Shock Unico
12 12
11 /\ 11
10 \/\/\/\\/ - 10-/&- ___________
\
g4 3
a1 2 3 4 5 6 7 8 9 0D HE E2ZHBAEE T E B 20 g 12 3 4 5 6 7 8 9 0 4HEEHAE BT B BN
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